ANNEX | Magnituds, unitats i dimensions'

Magnituds i unitats

La Fisica és una ciéncia que estudia els fendmens i sistBores manera quantitativa. Aquest
estudi permet d’establir lleis i relacions de més o menyemlitat. La peca basica d’aquestes lleis
i relacions és la magnitud.

Una magnitud és una propietat d'un fenomen o d'un sistema, que és mesurablandiraco
indirectament. Si existeix i es disposa d’un instrument peigadatificacié d’aquella magnitud, la
mesura sera directa. Si no existeix 0 no és a disposicio, caddidrar altres magnituds i obtenir la
que ens interessa a partir d'aquelles, i es tractara d’'una niedineata.

El patr6 amb quée podem comparar una magnitud, objectivament i gtiaatitent (tot associant-li
un namero) és lanitata emprar per aquella magnitud. L'accié de comparar una magnitudlamb
patré corresponent rep el nomrdesurar

Per exemple, si diem: aguesta pissarra té 2 metres de longitudgtenim

Sistema: la pissarra

Magnitud: longitud

Unitat: metre

Quantitat: 2

Una possible classificacié de les magnituds és la seguent:

Escalars es representen per nimeros, com el temps, la temperatura, lal'e@asaa, etc.

Vectorials es representen per vectors o fletxes, com la velocaateleracio, la forca, etc.
Aquestes magnituds es caracteritzen pel seu modul, direccid isede vegades, el punt
d’'aplicacio.

Tensorials algunes es poden representar per matrius de diferents, aalresa tensié en solids,
el moment d'inercia, i altres. En determinades condicions ggifgjoren i es representen per
escalars.

Sistema internacional d'unitats

A cada magnitud de la Fisica se li assignadimeensio La dimensié d'una magnitud correspon a la
descomposicié d'aquestes en magnituds fonamentals, que son aquelle® e poden
descompondre en d'altres. En el Sistema Internacional d'Unitatde€Smagnituds fonamentals
meés importants sén les seguents, que es presenten acompanyddsssees corresponents

dimensions i unitats:

Magnituds fonamentals Dimensio Unitat

! http://copernic.udg.es/docencia/guions/Mesura%20sfdr.pdf
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ANNEX | Magnituds, unitats i dimensions

Longitud L m (metre)
Massa M kg (quilogram)
Temps T s (segon)
Intensitat I A (amper)
Temperatura K K (kelvin)

Les tres primeres magnituds permeten definir totes leqitndg mecaniques, mentre que la
intensitat estén el Sistema Internacional al camp de I'electromageetik temperatura, als camps
de la calorimetria i la termodinamica.

Podem donar alguns exemples de magnituds derivades:

velocitat(v = I/t) LT m/s

acceleracid(a = v/t LT? m/s2

forca(F=m-a) MLT? N=kg m/s? (newton)
treballi energia(W = F:l, BE=m-g-h, E=1/2-m-») ML?T? J=kg m2/s2 (joule)

carrega electricgq =1 - t) IT C=A s (coulomb)

Normalment, per indicar les dimensions d'una magnitud, s'escriu el simbebgesenta aquesta
entre [ ]. Per exemple:

[V =LT™ [F]=MLT? [ =1T
Equacio de dimensions

Les lleis fisiques s'expressen mitjangant formules. Una férésilina relacié matematica (equacio)
entre magnituds. Les dimensions dels dos membres d'una equacié ker les mateixes, i també
els diferents termes d'una suma. Aleshores, si escrivireld@io entre les dimensions de les
magnituds que apareixen en una equacio, obtindrem l'equacio de dimsef®r fer aixo, cal tenir
en compte que: (a) els arguments de les funcions trigonometsiguiss cosinus, tangent, etc. sén
adimensionals (dimensi6 = 1), el que no treu que aquests arguments (amglés utiitats (graus o
radiants); (b) els arguments de les funcions exponencial i logguis també son adimensionals;
(c) les dimensions accepten les regles d’operacié dels nombes real

Exemple 1Considerem I'exemple de I'energia potencial gravitatoria:

E,= mgh
tenim:
[m=M (més una massa)
[g] =LT? (g és una acceleracio)
[h] =L (h és una longitud)
i per tant:

[Eql= [m] [g] [h] = ML°T™

Exemple 2Comprovarem que l'equacio de Bernoulli és dimensionalment correcta. L@geaci
Bernoulli s’escriu:

Y rv*+ rgh + p=constant
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on r és una densitat de massajna velocitatg l'acceleracié de la gravetdt,una alcada p una
pressio. Tenim:

[r] = [massa/volum] = M/E= ML

[p] = [forga/area] = MLT?/L?= ML™ T2

[v2] = 1 (adimensional)

i per tant:
[Yarv] = 1-ML®-(LT")?= ML* T?

[rghl = [r][gl(h] = ML*LT*L = ML™T*
[p] =ML*T?

és a dir, els tres termes de la suma tenen les mateixessioms (de pressid). Les dimensions de la
constant que apareix a l'equacié també seran de pressio.

Exemple 3Aplicarem l'analisi dimensional a I'obtencié d’'una férmula qres informe de com
depen el periode d'un péndol en les magnituds caracteristiguesstdehas Farem algunes
suposicions, i caldria també fer un experiment per arribar a obtenir uaprtgimada.

Considerem un péndol fet amb un fil de massa menyspreable deudbhgilel qual penja una
massa puntuah. La seva posicié d’equilibri és la vertical. Si es despleggerament la massa de
la posicio d’equilibri, en direccidé horitzontal, i I'allibereral péndol oscil-lara, amb una amplitud
petita, sota I'efecte de la gravetpt_es magnituds involucrades sén aleshandsg i el periode de

l'oscil-lacio, T. Si volem establir una relacié entre el periode i laarést magnituds implicades,
escriurem:

T =rfi°ge
on cal especificar els valors dels exponentsi c. Per aix0, escriurem I'equacio en dimensions:
[T]=[m* [1° [g]°

és adir:
T=MLOY(LT?)®

d'on, comparant els dos membres, obtenim el seglient sistema:

a=0
b+c=0
-2c=1

La solucié d'aquest sistemaas), b=, i c=-%2, de manera que podem escriure

T= const\/I
g

El valor de la constant (adimensional) només el podem trobaunaananalisi tedrica del sistema, o
bé empiricament de manera aproximada. Hem vist com una senzilla analisidimeens permet
obtenir relacions entre les magnituds fisiques d'un sistema.
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Mesura i error

Mesures i xifres significatives

L'observaciéo d'un fenomen és en general incompleta llevat que liden@ una informacio
gquantitativa. Per obtenir aquesta informacié es requereix la mesurgppietat fisica (magnitud)
directament observable. Totes les mesures experimentatsaéstdades per una certa imprecisio
inevitable, i I'objectiu principal del denominat calcul d'errors cteigis acotar el valor d'aquestes
imprecisions, denominadesrors experimentals

El valor de les magnituds fisiques s'obté directament per mesura de la magnitumtlieet&ament,
dels valors mesurats d'altres magnituds. Resulta imposgiltlarax conéixer el valor exacte de cap
magnitud, atés que els mitjans experimentals de comparacié apwdirélcorresponent en les
mesures directes sempre estan afectats d’imprecisions. Per aix0 benfatmar-nos forcosament,
en tota mesura, amb un valor aproximat de la magnitud, sempre afectat per un edepequde la
sensibilitat de [linstrument utilitzat, el disseny del sistemeperimental, ['habilitat de
I'experimentador, etc. Tot el que podem fer és acotar aquestcemeés, o bé donar un error
probable. Parlarem a partir d'ara indiferentmentata d'error o simplement drror. La precisio

0 incertesa d'una mesura ens permet determinar el nombre degxifréé sentit associar amb una
guantitat. Per exemple, una magnitud mesurada amb una incertésa%ed’haura d’expressar
amb un maxim de quatre xifres significatives.

Tenim, per exemple:

520,3m té 4 xifres significatives
15,2000 V té 6 xifres significatives
0,00212 g té 3 xifres significatives, atés que els zeros a l'wagnemés

serveixen per determinar el lloc de la coma.

Podem emprar tres regles per determinar el nombre de xifres sigreode! resultat d’'un
calcul:

1) El resultat de multiplicar o dividir dos numeros té el eixathombre de xifres
significatives que aquell dels operands que en té menys. Per exeh§k3,4562)/3,1416=58.

2) El resultat de la suma o resta de dos nimeros no pot teas significatives més enlla
de la darrera xifra en la qual ambdds numeros originals tendfrdasignificativa. Per exemple:
3,141592 +2,10 = 5,24.

3) El resultat de les funcions transcendents, com el sinusngeota exponencial i
logaritmica es deixa hormalment amb el mateix nombre de xifne$icatives que I'argument. Per

exemple: sin(367 = 0,598; &%= 0,96.

Si la cota derror d'un resultat (veure més endavant) @gtermina un nombre de xifres
significatives més petit que el nombre de xifres utilitzadak arrodonir el valor del resultat, tal
com expliguem tot seguit.

Arrodoniment:seguirem les normes segients:
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a) Si la primera xifra no significativa és més petita §ula darrera conservada no es modifica. Per
exemple, 42,2626 amb 4 xifres significatives sera 42,26, atées que 0,0026 < 0,005.

b) Si la primera xifra no significativa és més gran que Bateera conservada s'incrementa en una
unitat. Per exemple, 15,27 amb 3 xifres significatives sera 15,3, ja que 0,07 > 0,05.

c) Si la primera xifra no significativa és igual a 5, la darréra konservada no es modifica quan és
parell, i s'incrementa en una unitat si és senar, de manefaaueent sigui parell. Per exemple,
0,3725 s'arrodoneix a 0,372 i 15,4135 s'arrodoneix a 15,414.

Una cota d’error, pero, no s’arrodoneix, siné que habitualment s’aproxima per exoaés, ¢
descriu a continuacio.

Aproximacio per excégonsisteix a suprimir les xifres sobrants i sumar la unitat a lardatfra
expressada. Per exemple:

12,5598 I'aproximem a 12,56
12,5509 a 12,56
12,5550 a 12,56

L’aproximaci6 per defecteonsisteix a suprimir les xifres sobrants. Per exemple:

12,5598 I'aproximem a 12,55
12,5509 a 12,55
12,5550 a 12,55

Errors

Quan es parla del valor real d'una magnitud fisica semprd'stitandre com una abstraccid. Fins i
tot en les mesures més acurades els valors que s'obtenerfexdtaa per un error. La desviacio és
la diferencia entre el valor obtingut en la mesura i el v@ak (que es desconeix). Distingirem dos
tipus de desviacions: sistematiques i accidentals.

Desviacions sistematiquestn causades per les limitacions i imperfeccions dels elerdents

mesura 0 pels defectes interns de l'aparell de mesura. Engiskl sistema o el métode

experimental afecten també aquest tipus d’errors. Normalmgafas'eom a limit d'aquest error la

diferencia més petita que es pot apreciar en l'instrumemtedara, és a dir la seva resolucio. Altres
errors sistematics son els que resulten de modificar enxpeaéncia les condicions fisiques, com
canvis de temperatura, pressio, etc., les quals poden afectsultdtrd.a desviacio €s sistematica
quan la diferéncia entre les dades mesurades i el valor real son eiglseatit i magnitud.

Desviacions accidentalgprocedeixen de multitud de causes imprevisibles i aleatdde es pot
assegurar mai que una mesura es puga repetir exactament enoasnidientiques. La repeticié
reiterada d'una mesura realitzada per un mateix observador ne gemjaral mateix resultat. Les
mesures es dispersen al voltant d’'un valor central. Diesha@iles que I'error accidental té una
distribucio aleatoria. Existeixen técniques estadistiques per arraat d’aquest tipus d’error.

Com a exemple intuitiu de distincié entre desviacid sisteeataccidental podem pensar en un
fusell amb la mira desviada i un fusell amb la mira ben @datrTots dos presenten la mateixa
distribucié aleatoria dels punts dimpacte, pero el fusell aminita defectuosa presenta una
desviacio sistematica.
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Els errors sempre s’acumulen i per tant I'error total éshares la suma de l'error sistematic i
I'accidental.

Calcul d'errors

Per expressar el resultat d'una mesura o un calcul agafareatl@ cas un valor representatiu del
"valor vertader", acompanyat de la cota d'error, de la manera segtent:

"valor representatiu” + "cota d’error” "unitat”

L' expressio anterior vol indicar que el "valor vertadertrelsa segurament en I'entorn centrat en el
valor representatiu i de radi igual a la cota d'error oreabsolut. Aixi, el resultat de qualsevol
mesura no ha de ser mai un simple valor V, siné que aquest haatangranyat de la seva cota
d'error V, denominada error absolut, o bé de I'error relatiu

_Dv
\Y

L'error relatiu sol expressar-se en percentatges, €s a dir:

ezlooy
V

Els errors absoluts tenen les mateixes unitats que elregasentatiu que acompanyen. En canvi,
els relatius no tenen unitats. Quan es consideren errors refgtilonara el valor representatiu, les
unitats, el signe % i l'error relatiu.

Normalment I'error s'expressa amb una xifra significativa. Se’'n poaar dues si la primera és un
1, o bé si essent un 2 la segona xifra no és major que 5. Si s’hapruheirsxifres a I'hora
d'expressar I'error, s'ha de fer sempre aproximant per excés. Per exemple:

1,3458 1,4

57,763 60

0,0276 0,03

247.000 250.000 2510
0,0198 0,020

En el tercer cas els zeros de l'esquerra, i en el quaeicae la dreta, només serveixen per indicar
l'ordre decimal. Aquests zeros no son xifres significatives [(euart cas s’ha utilitzat també la
notacié exponencial per eliminar-los). En canvi en el cinquél@s@de la dreta si que ho és atés
que I'hem obtingut de I'aproximacié per excés. Com a norma genéiglecan els resultats quedi
clar quines son les xifres significatives. Les seglients expresgiaignifiquen el mateix:

12+0,1
1,20+0,01
1,200 + 0,010

El valor representatiu s'expressa de manera que la daifrersiga del mateix ordre que l'ordre
meés baix de l'error. Si s'han de suprimir xifres, en aquestsdasper arrodoniment. Per exemple,
238,63+ 8,3 s'ha de prendre com 239 + 9. Es pot utilitzar la notacié exponencial, com pez:exempl
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(132,4 £ 1,1010°

A continuacié es presenten algunes regles basiques pectahtemt dels errors. Cal pensar pero
que la Teoria d’errors és tota una branca de la ciencia i la decis@abta d’error pot arribar a ser
realment complicada. Cada tipus d’experiment pot necessitar un teattaspecial dels errors, i en
general, quan es déna un resultat és interessant explicar com s’héatouita d'error.

Els errors poden haver-se produit en qualsevol dels processmntsegnesures que Nnomes es
poden realitzar una vegada, mesures que es poden repetir diregadses i calcul de magnituds
amb formules (mesura indirecta). Considerarem tot seguit cadaaquegts casos en particular.

Error d'una mesura feta una sola vegada

Quan només és possible efectuar una mesura d'una determinadaudnagniés possible fer una
avaluacio de I'error accidental. Aleshores admetrem comoa kegppresentatiu el valor mesurat, i la
cota d'error com a minim sera la resolucié de I'aparelinei/al minim que permet apreciar. La
sensibilitat de I'aparell és el valor de les divisiopsles escales dels aparells calibrats (regles,
termometres, amperimetres, etc.). Per exemple, si volemaramegna longitud amb un regle
mil limetrat, quan I'extrem de la longitud siga prop de 30 mm, la d&rror sera 1 mm, i
escriurem:

30+ 1 mm

La resolucio de l'instrument és un valor minim per a la cota d’error.sAdtasideracions lligades
al sistema experimental podrien recomanar d’augmentar la cota disteonatic. D’altra banda,
una mesura feta una sola vegada no conté cap estimacio de I'error ataienpodria ser
considerable. Sempre que siga possible, cal augmentar el nombre de messiegslést mateixes
condicions.

Error d'una mesura repetida n vegades

L'objectiu de la repeticié de mesures és obtenir un mithdor representatiu i I'avaluacio de I'error
accidental, i en la mesura que es puga, la reduccié d’aqumsstaffi nivell de la resolucio
instrumental.

Considerem el cas en qué una certa magnitud es mesura un nonde\fegades. El conjunt finit
dels diferents resultats constitueix una mostra de Iaitindi de resultats possibles que es podrien
obtenir de la magnitud. El conjunt infinit de resultats d'unaunaesonstitueix la poblacié. Podem
representar en un eix de coordenades les frequéncies d'afsicintervals) dels diferents valors
de la mostra. A mesura que la mostra conté més valors,da émmada es va suavitzant, i si
prenguérem intervals infinitesimals de valors, sobre tgpaldacio, obtindriem una distribucié que
es podria ajustar a la de la figura, que és una distribucié en campana de Gauss
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Freqiéncia

= (m]
I 1 I 1 I

x—3o x-2o x—0 x x+0 r+20 x+30
valor mesurat
Prendrem com a valor representatiu el valor mitja delsta@sulle les mesures, associat al de
maxima freqiiéncia en la distribucié de Gauss, que és simétrica. Aqueshig@s definit per:
;( _ SXi
n

Associarem l'error a I'amplada de la distribucié de Galispdrsio dels valors mesurats al voltant
del valor mitja). Un parametre que ens dona idea d'aguesta ampldaaesviacio estandasl,

Com a referencia, direm que el 68,3% de les mesures son comprdge X- S i X+5, el

95,4% entrex- 25 i X+2s ,1el99,7% entrex- 3s i X+3s Com gue nomeés tenim una mostra
finita de valors, no podem pas conéixer exactament la desviaaiidasd. Perdo podem utilitzar

com a valor representatiu:
s = S(x - X)° _ [Sx" - nx
"V n-1 n-1

onxi son els valors dins la mostra és el nombre de valors.
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La teoria estadistica demostra que es pot expressar l&rsotut accidental de la mitjana d'una
mesura repetida vegades de la manera seguent (el factor 3 s’ha triat conaragtee de confianca
per assegurar una cota d’error for¢a conservadora):

35

n

S
La quantitat\/ﬁ és anomenada desviacié estandard de la mitjana.

La repeticio6 de mesures en les mateixes condicions permeir e contribucié dels errors
accidentals. Quan la cota d’error accidental és infetisiseematic no té sentit repetir les mesures.
L’estadistica no pot mai reduir I'error sistematic, i svesuna mesura més precisa cal millorar el
sistema de mesura.

Exemple de tractament d'una mesura repetslggosem que pesem quatre vegades un cos, amb una
balanca que aprecia 0,1 mg, i obtenim els valors segients: 29,8 mg, 30,2 mg, 28%/nmgg. La
mitjana aritmetica és:

i la desviacio val:

S, = 069mg
Podem expressar:

X+ + resolucié= 29,6 + 10+ 01mg» 29,6 + 11mg

S
32

Jn
En aquesta experiencia tindria sentit realitzar més megimes, obtenir una cota d’error estadistic
almenys de I'ordre de I'error instrumental (i encara millorordre de magnitud inferior, i I'error

total quedaria limitat a I'instrumental). Es podria arribi@slhores a donar el valor representatiu
amb una altra xifra significativa.

Quan el nombre de mesures és petit, els valors experimentalaugrefora de l'intervak +3s
son considerats anomals i moltes vegades s’eliminen del conjuddadés que intervenen en els
calculs.

Calcul d’errors en magnituds de mesura indirecta
En aquest cas la magnitud de la qual es vol determinar &l éalana certa funcié d'aquelles
magnituds que mesurem directament al laboratori. Si A és la magnitud ga&uakar, en general

tindrem:

A =1(x\y,z...)
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en quex, y, z...s0n les magnituds que mesurem al laboratori. Interessa coneéixer €s la cota
d'error enA en funcié de les magnituds mesurades i les seves cotes.dRari@m aleshores de
propagacio d'errors. Si anomen®A el valor absolut de la cota d'error Ani Dx , Dy , Dz... els
errors absoluts de vy, z.., podem escriure, diferenciakt

TA
x

DA=|—|Dx+

_‘Dy+

Hi ha a més algunes consideracions que cal fer en el cals@rdars absoluts i relatius, que han de
ser afegides a les regles anteriors. Sense ser exhaustius, podem ¢tenipte que:

a) Sempre que emprem una constant fisica, una caracteristicaairell, que no estiguen
acompanyada d'una cota d'error, es considerara que aquesta égairdeliordre de la darrera
xifra significativa.

b) En el cas de numeros no expressables amb un nombre finitedg tafrcom els periodics o els

irracionals comC2 , p o e, tenim l'opcié d'agafar moltes xifres decimals per negliseva
contribucié a l'error total, o prendre un nombre petit de xifres @égiinconsiderar un error igual a
la unitat de l'ordre de la darrera xifra agafada. Per exerapén una férmula substituim, en fer el

calcul,C2 per 1,414, haurem de tenir en compte un error de 0,001 en aquesta xifra.

Exemple de calcul amb propagacié d'erro¥®lem calcular el volum d'un cilindre, en qué el seu
diametre éP = 1,79 £ 0,02 cm, i la longitud de la generatriz1 6,99 + 0,02 cm. L'equacié que
relaciona aquestes magnituds amb el volum és:

2
v =]
4

i substituint els valors obteni= 17,59 cm.

L'error absolut és (suposem que prenem peu@ valor amb prou xifres decimals per negligir la
seva contribuci6 a l'error):

DV = ‘ﬂ DD + E“DI
1D q

on

‘ pDI =19,65cnY’

3
)l

Substituint aquests valorsDD =0,02 cm iDl =0,02 cm obtenimDV = 0,5 cni. Per tant,
expressarem el volum com a:

Vv=17,6+0,5 cnt
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L'error relatiu és:

Exemple de calcul de I'error relatiu amb logaritmpsdem trobar directament l'error relatiu d'una
magnitud quan en la férmula intervenen productes i quocients, seguintés pegtient:

a) Prenent logaritmes en els dos membres de l'equacio.
b) Diferenciant, tot convertint en positius, tots els membres de |z wmiifat.

¢) Suposant que els diferencials coincideixen amb els exbaEuts, i les variables amb els valors
representatius, es pot obtenir I'error buscat.

Com a exemple, refarem el calcul de I'error relatiu (directamerm) @as anterior. Si prenem
logaritmes en I'expressio del volum obtenim:

LnV = Ln%+ 2LnD + Lnl

Diferenciant (i considerant qumeté un error tan petit com vulguem, prenent prou xifres
significatives) obtenim:

Dv_,0D Ol

\Y, D |

Podem veure que hem expressat l'error relathd @mfuncio dels errors relatius Bri enl, que
valen:

Qzl,l% i EI:0,3%
D
Aleshores tenim:
BV _ 250
V

com ja haviem trobat.
Finalment, hem de tenir presents dos criteris que ens seran d'utilitat:

Quan l'operacié és una suma o una resta, les cotes d’error absolut se sumen.
Quan l'operacié és un producte o un quocient, les cotes d’error relatiu se sumen.
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Representacions grafiques i ajustament de rectes

Representacio de les grafiques a ma

En un laboratori de Fisica és frequent prendre nota dels vdéorkes magnituds fisiques

caracteristigues de I'experiencia que s’esta desenvolupantesBdanar si dues determinades
magnituds tenen alguna relacié matematica, o veure si hi haquentss desvien d’'una hipotética
correlacio, o fer interpolacions i extrapolacions, etc., és coenefer una representacio grafica
dels valors d’'una magnitud com a funcié d’'una altra. Aqui esrrgisér al cas de grafiques en dues
dimensions, en les quals es representen els valors de cada magnitud enixosdels e

En confeccionar una grafica, caldra tenir ben present els seglients punts:

a) La grafica ha de ser representada en paper mil-limsitizdnt els eixos de coordenades en les
ratlles fortes del paper.

b) Ha de portar un titol suficientment explicit en la partesop, i sobre ambdds eixos i en els
extrems, la indicaci6 de la magnitud representada en cadascus, digi com la unitat
corresponent.

c) La variable independent (és a dir, aquella sobre lal'quedstigador té control) es representa en
abscisses i la dependent (és a dir, aquella per la quatwsscanvis son resultat del fenomen
investigat) en ordenades.

d) S’han d’escollir les divisions de les escales de naagae es reduesquen la tasca de veure les
fraccions d’una divisio i el risc de cometre un errorakidir, les escales, sobre ambdos eixos, han
de permetre una lectura rapida i senzilla. Per aix0 els émdslls permesos han de ser un dels
seguents nameros: 1, 2, i 5 (multiplicats per potencies de Mseasg). No s’han d’'assenyalar els
valors corresponents a les coordenades dels punts representats.

e) Les escales han d’abastar tot interval de mesures realjtzadgsunts han de quedar repartits de
manera que ocupen el maxim possible d’espai util de la grafioaencant amb un valor diferent a
zero a l'origen, si cal.

f) S’ha de marcar el valor central dels punts amb petitdrats, cercles, aspes, creus, etc. Els
intervals d’error en les dues direccions, si s’escau, poderegeesentats mitjancant rectangles o
segments (la longitud en cada direccio correspon a cada cota d’error).

Totes aquestes regles (excepte la primera) s'apliquemnmigiiaki la grafica es confecciona amb
I'ajut d'un programari informatic d'analisi de dades.

Ajustament de rectes
Quan es fa la hipotesi que una magniudepen linealment d’una altsa es pot representgren
ordenades Kk en abscisses i veure si els punts es reparteixen seguirfnimmaecta. En cas

afirmatiu, podrem escriure I'equacié de la recta com:

Y=bx+a
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on b és elpendentde la recta ia I'ordenada a l'origen. En general, és necessari trobar els dos
coeficients, ja que aquests estan relacionats amb magnitigpgesiclel sistema estudiat. Hi ha
diverses maneres de determinar els coeficeents entre les quals aqui n'explicarem dues.

Metode grafic (ajust aproximat)

Un cop representats sobre una grafica els punts obtinguts experimentalthaejustar una recta als
punts representats. Aquest ajust es pot fer a cop d’ull buscanéataaque passi el més a prop
possible de tots els punts (equidistancia entre la recta ajustagntisexperimentals), encara que
no passe exactament per cap. Aleshores, el pendent de lagguttrobar triant dos punts de la
recta ajustada (no dels originals) i mirant-ne les coorden@gg) i (x.,y.), tal com s’indica a la
figura.

) Y en funcié de X
> >

ol I

““““ Foin i

pdhE :

RS s

X (unitats)
El pendenb és

b:yZ-yl
X - X%

També a la figura anterior es pot veure com es trobalet de I'ordenada a l'origea,(cal tenir
present que per trobard'aguesta manera, I'eix vertical ha de correspondre al 0 dbdeisses).
També cal tenir present que la recta no ha de passar necessariamengeerdécoordenades.

El metode descrit té I'avantatge de la simplicitat inptrmenysprear aquells punts experimentals
clarament erronis, pero és imprecis, ja que el bon ajustaieelat recta depen de I'habilitat de
cadascu. Quan els punts s6n molt dispersos, o n’hi ha molts, o es vol fer un ajust moliuszacal
un métode matematic, amb un criteri que digui com es troba de prop la resttaale punts.

Ajustament per minims quadrats

El métode matematic d'ajustament per minims quadrats coxgisti& minimitzacio de la suma de
guadrats de les distancies (mesurades en la direcciGaljegtitre els punts experimentals i la recta
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que s'hi ajusta Si es teneipunts, el punt té per coordenades i), i Xés la mitjana de les, i ?/
la mitjana de leyi, la recta que minimitza aquella suma té els coeficients:

n

Xy - nxy
b - i=1
n
—2
X* - nx
i=1
on la suma s’estén a tots els punts, i:
a=y-bx

Utilitzant les expressions anteriors per coneixer el pendewtienada en I'origen es pot dibuixar
facilment la recta. Naturalment, la hipotesi que un navol de manthstribueixen sobre una recta
no té per que ser certa. Per avaluar com es troba de projrilaudié de ser una recta podem
emprar el coeficient de correlacio:

XY - nx_y
i=1

\/ x2-nx yE-ny

i=1 i=1

r =

El valor der2sempre es troba entre 0 i 1, i és tant més petit com més separatsctie déstiguen els
punts experimentals.

Metodologia a seguir en les practiques de laboratori

En moltes de les practiques que fareu en el laboratori deaF&di@ura de fer la representacio
grafica dels valors mesurats. En cas que la relacié estreariables representades siga lineal, es
demanara també que es determinen els coeficients de laqrexta’ajusta als punts. Algunes
vegades, només es demanara de determinar el pendent de.lesprés, es demanara calcular
algun parametre o coeficient caracteristic del sisteritadidel fenomen estudiat, sempre a partir
del valor del pendent de la recta. En qualsevol cas, el procediment a egguir s

1) Representar en una grafica els punts i ajustar "a ull"* una recta.

2) Determinar el pendent de la recta pel métode aproximattdegs amunt. Assignar les unitats
adequades al pendent aixi calculat.

3) Determinar el pendent de la recta pel metode dels minintsagslaComprovar que el valor
obtingut no se separa molt del valor obtingut pel métode aproximatakigue les diferéncies
siguen molt notables, posar en dubte els dos valors calculatsifagroper minims quadrats), i en
consequencia, tornar-los a calcular tots dos.

4) Utilitzar el valor obtingut mitjancant el metode de minims qua@eltscalculs posteriors que en
cada cas es demanen.
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Error estadistic®®

- Donada una poblacié, on mesurem I'observable fisicsi suposem que la poblacié obeeix un
model gaussia, i que la poblacié estd composta rpéndividus als que els pertanyen el valors
X1,%2,..-,% pPel que fa a I'observable fisic Aleshores:

n
La mitjana de la poblaci6 ésmm=— X
Nz

S|

‘n (Xi - /_77)2

i=1

La desviacio estandard de la poblacié 8s=

Si d’aquesta poblacio agafem una mostrardendividus, aleshores:

m

La mitjana de la mostra éX=— X
mig

m

(Xi - X)2

La desviaci6 estandard de la mostra 8s: \/
(m-1) i,

La mitjana de la poblacid7 es trobara amb una probabilitat ¢éb respecte de la mitjana de la
mostraX , dins de l'interval

. t(m-1p)s _t(m-1p)s

ml X , X+ %
Jm Jm P
que es pot expressar com
t(m- 1 p)s
m=xX+x———=-— %0
Jm 0

on t(m-1p) és el valor de la distribucié “t” de Student per a m-dugrde llibertat i un valor de
confiangap.

Regressid lineal: Minims quadrats

En fer un ajustament pel métode dels minims quadrats a un cdaejpoints experimentals donats
per les coordenades: () ... (%,Yn) , on I'equacié de la recta s’escriu com y=a-x+b, es poteveur
que:

2 http://www.uib.es/facultat/ciencies/prof/jaume.ptiesexpl/calculerrors.doc
% http://www.webpersonal.net/avi3119/estad/est00.htm
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El valor de f es troba entre 0 i 1, i és tant més petit com més separats de fgeetaels punts
experimentals. Els valors de b i a es poden donar amb una estimaci6 dederés en la seva

determinacio:
a® azxt(n- 2 p)S,
b® bxt(n- 2 p)-S,

on Si S venen donats per

essent

n-2

A continuacié posarem dos exemples d’aplicacio. Convé que avoasa intenteu fer els dos
exemples per vosaltres mateixos i comproveu si coincideix asnteslltats que es donen en els

fulls seglents:
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EXEMPLE 1

Suposem que tenim un crondmetre amb precisié des.10Amb aquest crondmetre mesurem el
temps t que un mobil triga a passar entre dos punts A i B sepanmatspedistancia de 60 m.
Aquesta distancia 'hem mesurada amb una cinta métrica denjamcant diverses mesures. La
cinta metrica té una precisié de 1 cm. Amb les dades que lgeftitqger a t, i que es mostren a

continuacio, calculeu la velocitat del mobil suposant que des d®Aeh mobil ha anat amb un
MRU.

1) Recollida de dades amb el cronometre:

Posem els resultats de tots les mesures fetes. Tamh@ fExsenitats i la precisio del
cronometre.

t(s) €0,1s): 20,20; 20,35; 20,57 ;20,68 ; 20,34 ; 20,45 ; 20,83 ; 20,32 ; 20,55 ; 20,65 ; 20,60

2) Error associat a la distancia entre A i B
Hom podria pensar que I'error seria de 1cm. Per0 observeu gaavssurar la distancia
de 60 m amb una cinta de 5 m, han calgut 12 mesures consecutivdarrerea de I'altre per anar

des d’'A fins a B. Cada vegada que fem una mesura podem tearioumaxim (fent bé la mesura)
d’lcm. Aixi doncs la distancia que tenim és (68MQ2) m.

3) Calculem el t mitjail'error d’aquest

A més de calcular el t mitja , calcularem la seua desviacié tipica, i estmelerror comes en la
determinacio del t mitja amb una confianca del 95%.

Calculs (en l'informe ja es posen les dades arrodonides d’acdvdl’'amor que s’espera i els

calculs intermedis de sumes, divisions, etc. no €s posen, agosels per a que tingueu més facil
comprovar si aneu pel bon cami. Per fer els calculs, usem les dadededé@partat-1)

m=11; Dt =22554s; (Dt - Df)* =0354%°;
Dt =20.5036s (abans d’arrodonir d’acord amb I'error)
Sy =0.1882 (abans d'arrodonir)

f=m-1=10,p=0,95; t(10,0,95)=1,81
t-s/112= 0,102 (abans d’arrodonir).
Aixi doncs podem dir que amb un 95% de confianga (AIXO ES POSARIA A L'INFORMHE)AIX

Df = (2050 010)s (p=95%)
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4) Calculem la velocitat

Si tenim un MRU, aleshores; xX,+Vo-(t-15), llavors = (X-xo)/(t-t;) = X/ t

Sabem que x = (60,0&0,12) m

Sabem quédt = 2050+ 010)s (p=95%)

Podem ara calcular quin sera I'error associat a la vatogit mitjancant el criteri de les derivades

parcials (comproveu sempre en les formules que calculeu queitats quadren i sén les mateixes
a ambdues bandes de la igualtat).

Dx

V= —
Dt

Q,:‘jy‘fb<+‘ﬂ!“5h :Ei&+n£%£6h :fi&*“li—eu
Dx Dt Dt Dt? Dt Dt

Calculs abans d’arrodonir: v =2,9268 m/s,5 0,0201m/s

Aixi doncs, podrem dir que

v = (293+ 002)m/s

EXEMPLE 2

Suposem que suspenem diverses boles de plom d’'una molla i mésilleegament de la molla en
funcié de la forca aplicada (a causa del pes de les boles esjsgosant que la molla segueix la
llei de Hooke F = K-x, és a dir, la molla no esta prou deforroanaper considerar que esta en el
regim plastic, es tracta de determinar la constant de la molla.

Dades:

x m (£0,001m) F(N) + 0,0001
0,007 0,4317
0,018 0,8092
0,020 0,9790
0,024 1,2409
0,026 1,3074
0,033 1,6849
0,037 2,0446
0,035 1,9342
0,051 2,8099
0,057 3,1646
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Si ajustem una recta yax + b d’acord amb les formules de la regressio lineal i comparemlam
llei de Hooke, veiem que el pendentés igual a la constant K de la molla i qudauria d'ésser
zero. Els calculs donen:

Calculs abans d’arrodonir d’acord amb l'error, sense posar les unitats:

b=-0,11764  x =0,308 y, =16,4064
a=57,0864 x> =001155  y’> =337198

r=0,9924 Xy, =06235
Sb=0,0598  SS=0,0801
Sa=1,7595

a® azxt(n- 2,a)-S,
b® b+t(n- 2,a)S,

Aixi doncs, sabent que t(8, 0,95)=1,86, podem veure que (abans d’arrodQrirp,2326 i que
t-S,=0,1112, aleshores

a® B7x4)N/m
b® (- 012+ 014)N

com podem veure els marges d’errorbdens diuen que basicament la recta passa pel punt (0,0)
com s’espera en la llei de Hooke. La constant de la molla sera de:

K = (57+4) N/m

En el full seguent podeu veure una grafica on es represefigdaen funcié del desplagament.
Observeu la recta amb equacié we+ b, aixi com la sobreimpressio dels valors de a i b junt amb
els seus errors aixi com el coeficient de correlacio. @aséambé que al fer la grafica s’han de
posar les barres d’error per a cada punt per a X i Y.| Bosere cas totes les dades tenen,&n
0,001m mentre qug= 0,0001N, massa petit aquest ultim per a ser vist en lg@@hb I'escala

de valors amb que treballem.

Com exemple addicional, suposem que volem calcular ara per a umado3Q N aplicada sobre la
nostra molla, quin allargament li correspondra i quin margeat’éenim al donar dit valor. Aixo
es pot fer bé graficament allargant la recta fins qubear a 30 N (necessitariem un paper ben
gros). O be fer-ho numericament d’acord amb les formules:

y=ax+b %= (Yo-b)/a  (on y=30 N, aib son els valors trobats de I'anterior ajust per
minims quadrats)
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)2
_SShnt, -y

Sxo

on nés el nombre de punts emprats per fer I'ajust per minims gsativeti y son els valors
mitjans de les coordenades x i y dels punts emprats per fer 'ajosttigament.

Calculs abans d’arrodonir i sense indicar les unitats:
(x - X)? =0,00207 ; SS=0,08008 ; n =10y =16406; S,=0,00322; X0=0,52749
per tant, tenint en compte que ® x, +t(n- 2, p)-S,, , hom arriba a que
Xo = (0,527+0,007)m

aixo seria suposant que la molla encara seguira la llei deeHmmka allargaments tan grans com
aquest.

y=ax+b ; a=(57+4)Nm ; b=(-0,12+ 0,14)N r=0,9924
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Valors t Student i probabilitat P associada
en funcié dels graus de llibertat gl.

4 http://www.uv.es/~meliajl/Docencia/Tablas/Tablasi&i&. htm
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